Elementos almacenadores de energia

Se van a analizar circuitos con fuentes, resistencias y elementos almacenadores de
energia (bobinas y condensadores). Se van a tener ecuaciones diferenciales, donde la
respuesta completa se compone de dos partes. Una de ellas depende del tipo de
excitacion del circuito y corresponde a la solucion particular. La otra es independiente
de las fuentes y excitacion por lo que se denomina respuesta natural o propia y

corresponde a la solucion de la homogénea.

En circuitos pasivos que contengan resistencias la respuesta natural debe ser

amortiguada “y viene caracterizada por términos exponenciales decrecientes. Al cabo
de un cierto tiempo estos términos se pueden considerar despreciables quedando como
Unica respuesta la debida a la solucién particular, en ese caso se dice que el circuito

funciona en régimen permanente.

Mientras la respuesta natural no sea despreciable se dice que el circuito funciona en

régimen transitorio.

Deben hacerse varias consideraciones:

Regla 1. La tensién en bornes de un condensador no puede variar bruscamente.
Si la tensidn en un condensador variase bruscamente, al ser:

du,(t)
LT

La intensidad seria infinita y en un sistema fisico ninguna variable puede ser infinita.
Regla 2. La intensidad en bornes de una bobina no puede variar bruscamente.
Si la intensidad en una bobina variase bruscamente, al ser:

i, (t)
at

up =

La tension seria infinita y en un sistema fisico ninguna variable puede ser infinita.

En teoria no existe ninguna limitacion para que una fuente ideal suministre una tension

o una intensidad infinita.



Si conectamos una fuente ideal de tensién continua en paralelo con un condensador
descargado (tension inicial cero), el condensador debe cargarse en un tiempo cero a la

tensién de la fuente, para lo cual debe ceder un impulso de intensidad.

Analogamente si conectamos una fuente ideal de intensidad continua en paralelo con
una bobina descargada (intensidad inicial cero), la bobina debe cargarse en un tiempo

cero a la intensidad de la fuente, para lo cual debe aparecer un impulso de tension.



Circuitos RC

Se trata de observar la evolucion de la tension en un condensador durante el proceso de
carga y descarga a través de una resistencia R. Es decir, en el circuito de la Figura 1, se
pretende determinar la evolucién de u., cuando el interruptor S; pasa alternativamente

de la posicion A a la posicion B.

Figura 1. Carga y descarga de un condensador

Cuando el interruptor esta en la posicion A (carga del condensador), se tiene la Figura
2.

Figura 2. Circuito de carga del condensador

Las ecuaciones que rigen el comportamiento de este circuito son:

Ey = R-i(t) +u()

ou.(t)
E;=R-C- act + u.(t)
La homogénea resulta:
oup(t)
R-C-%+uch(t) =0
Despejando, se tiene (paso a paso):
oup(t)
R Cr—50= = —ug (1)
auch(t) _ 1

=— -0t
uch(t) R-C



1
L-uch(t)z—ﬁ-t+L-k1

Ucp(t 1
Ch( ) :e—ﬁt
kq

Uen(6) = ey - € R
La particular es del tipo:
Uy (t) = ky
Con lo que se tiene (paso a paso):

Eg:RCO+k2

Entonces la solucion completa resulta:

u(t) = kq - e_R-LC-t +E,
Siinicialmente el condensador esta descargado u.(0) = 0
0=ky +E,
ky = —E,

Por lo tanto:

uc(t) = Eg - (1 — e—%t>

Su representacion es la dada en la Figura 3.

t

Figura 3. Representacion de la variacion de la tension en la fase de carga en un circuito RC.

Si se quiere calcular la expresion de la intensidad sera:

E 1 E
i=C-auC=C-(_—9 -e‘ﬁ't>=

L —
at R-C R

e RCt




Y su representacion esta dada en la Figura 4.

t

Figura 4. Representacion de la variacion de la intensidad en la fase de carga de un circuito RC.

Al término R - C se le denomina constante de tiempo r = R - C y para valores del tiempo

t = 4 - T se considera que se ha llegado al régimen permanente.

Como se ha visto el condensador en el instante inicial t = 0, tenia una tensién cero, y se
podria sustituir el condensador por un cortocircuito (fuente de tension cero), entonces

setieneparat = 0:
E;=R-i(0)+0
E
i(0) = =g
i(0) =
Como se ve coincide con el valor de la intensidad en t = 0.

Entonces permite establecer otra regla:

Regla 3. Para el calculo de los valores iniciales en un circuito, un condensador cargado

se sustituye por una fuente ideal de tension, de valor igual a su tension inicial.

Si mientras el interruptor esta en la posicion A el condensador le dio tiempo a cargarse

totalmente u. = E,, es decir se ha llegado al régimen permanente.
Entonces permite establecer otra regla:

Regla 5. En régimen permanente, en corriente continua, un condensador se comporta

COMmo un circuito abierto.

Ju,(t
i = .ua;t()zo

Para este circuito se tiene que i = 0, como se ve:
Eg=R-i+u,

u. =Eg



Cuando el interruptor estd en la posicion B (descarga del condensador), se tiene

(considerando el comienzo en t = 0), Figura 5.

Figura 5. Circuito de descarga del condensador en un circuito RC.
El circuito se podria definir de la manera:

0=R-i(t) +u.(t)

Despejando, se tiene:

du.(t)

0=R-C-

Ouc(t)

ot = —Uc (t)

R-C

ou(t 1
w®__ 1
us(t) R-C

1
L-uc(t)=—ﬁ-t+L-k1

w(®_ 1.
ky

L
u.(t) =k, e RrRC

Si inicialmente el condensador le dio tiempo a cargarse totalmente u.(0) = E:

Por lo tanto:

1,
u.(t) = E;-e RC

Su representacion es la dada en la Figura 6.



t

Figura 6. Representacion de la variacion de la tension en la fase de descarga de un circuito RC.

Si se quiere calcular la expresion de la intensidad sera:

izc.auc(t)=c.(_ Eq . —L't> E_g. ~pet

ot R-C

Y su representacion esta dada en la Figura 6.

B

R

Figura 7. Representacion de la variacion de la intensidad en la fase de descarga de un circuito RC.

Se comprueba segun regla 3, para t = 0, el condensador se sustituye por una fuente de

tension de valor Eg:

R-i(0)+E, =0

i(0) = —%

Si mientras el interruptor esta en la posicion B el condensador le dio tiempo a

descargarse totalmente u,. = 0, es decir se ha llegado al régimen permanente.

Se comprueba segun regla 5, en régimen permanente, el condensador se comporta

como un circuito abierto: i = 0.
Para este circuito se tiene que i = 0, como se ve:
R-i+u.=0

u.=0



Circuito RL

Se trata de observar la evolucion de la tension en un condensador durante el proceso de
carga y descarga a través de una resistencia R. Es decir, en el circuito de la Figura 8, se
pretende determinar la evolucién de i, cuando el interruptor S; pasa alternativamente de

la posicion A a la posicion B.

Figura 8. Carga y descarga de una bobina en un circuito RL.
Cuando el interruptor esta en la posicién A (carga de la bobina), se tiene el circuito de la

Figura 9.

Figura 9. Circuito de carga de la bobina en un circuito RL.

La ecuacidén que rige el comportamiento de este circuito es:

E; =R-i(t) +u,(t)

. 0i(t)

E, =R-i(t) + 5%

E L 0i(t)

-9 _ . ;

R R ot T1®
La homogénea resulta:

L 0in(t)
Operando:

L 0i,(©) .

R ot —ix(t)



2in®) R
O

R
L-ih(t)z—z-t+L-k1

in(t) _ e—%-t
ky

in(6) = ky e Lt
La particular es del tipo
i,(t) =k
E;=R-ky+L-0

E
ky, =-2
Z7 R

Entonces la solucion completa resulta:
R, E
i) =ky-e 1"+ 2

Siinicialmente el condensador esta descargado i(0) = 0:

E
0=k +-2
TR
E
ky = —-2
1 R

Por lo tanto:
E R
; g -t
t)=—-(1— L )
i(t) R ( e

Su representacion es la dada en la Figura 10.

(]

t

Figura 10. Variacion de la intensidad en la fase de carga de un circuito RL.



Si se quiere calcular la expresién de la tension sera:

Su representacion sera la de la Figura 11.

Figura 11. Variacion de la tension en la fase de carga de un circuito RL.

De forma similar al caso de circuito RC cuya constante de tiempo es t =R - C en el
. . o 7 1 L . . .

circuito RL constante de tiempo sera 7 = L= Se tiene para tanto para los circuitos

RC y RL exponenciales:

Y para valores del tiempo t=4-7 se considera que se ha llegado al régimen

permanente.

Como se ha visto en la bobina en el instante inicial t = 0, circula una intensidad cero, y
se podria sustituir la bobina por un circuito abierto (fuente de intensidad cero), entonces

se tiene para t =0:
Eg=R-0+u,(0)
u,(0) = E,
Como se ve coincide con el valor de la tensiénen t = 0.
Entonces permite establecer otra regla:

Regla 4. Para el calculo de los valores iniciales en un circuito, una bobina cargada se
sustituye por una fuente ideal de intensidad, de valor igual a la intensidad que le recorre

inicialmente.

Si mientras el interruptor esta en la posicién A la bobina le dio tiempo a cargarse

N . .-
totalmente i = ?", es decir se ha llegado al régimen permanente.
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Entonces permite establecer otra regla:

Regla 6. En régimen permanente, en corriente continua, una bobina se comporta como

un cortocircuito.

Para este circuito se tiene que u; = 0 como se ve:
Eg = R 1 + uL

Eg

l=?

Cuando el interruptor estd en la posicion B (descarga de la bobina), se tiene

(considerando el comienzo en t = 0) la Figura 12.

Figura 12. Circuito de descarga de la bobina.

Las ecuaciones que rigen su comportamiento son:
0=R-i(t) +u,(t)

ai(t)
ot

0=R-i(t) +

_L 2i©)

R ot +i(t)

£_ ai(t)

R o - ®

2i(t) R .
oe -1 @

R
Loi)=—T-t+Ll-k
i@ _ R,

R
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_R,
i(t)y=ky-eL
Siinicialmente a la bobina le dio tiempo a cargarse totalmente i(0) = ER%’

E

R

Por lo tanto:
E R
. g =t
i(t)y=—2-eL
() R

Su representacion es la dada en la Figura 13.

t

Figura 13. Variacion de la intensidad en la fase de descarga de un circuito RL.

Si se quiere calcular la expresion de la tension sera:

ur,

-Eg

Figura 14. Variacion de la tensién en la fase de descarga de un circuito RL.
Se comprueba segun regla 4, para t = 0, la bobina se sustituye por una fuente de

. . E
intensidad de valor ?‘g.

R Eg +u,(0) =0
g TWE
U,L(O) = _Eg

Si mientras el interruptor estd en la posicion B el condensador le dio tiempo a

descargarse totalmente i = 0, es decir se ha llegado al régimen permanente.
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Se comprueba segun regla 6, en régimen permanente, la bobina comporta como un

cortocircuito: u; = 0.
Para este circuito se tiene que u; = 0, como se ve:

i=0
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Circuito RLC

Se trata de observar la evolucién de la tension en un condensador y en la intensidad del

circuito de la Figura 15.

Figura 15. Circuito con bobina y condensador.

Cuando el interruptor esta en la posicion A, se tiene el circuito de la Figura 2.

i R L,
A

Figura 16. Circuito RLC en fase de carga.

La ecuacion que rige el comportamiento de este circuito es:

Eg=R-i(t)+L-a;—(tt)+uc(t)

Operando, se tiene:

ou,(t 0%u(t
uc® o 90w

E,=R-C-
9 ot ot?

+ uc(t)

E 2%u.(t) R ou.(t) 1
g _0%ucl) R Ouc .
¢~ oz Y1 o trow®

Definiendo:

Coeficiente de amortiguamiento:

_ R
=21
Pulsacidn de resonancia:
1
O = ———
T VL-C
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La homogénea resulta:

azuch(t) auch(t)
oz +2-«a ot +

wo®  Uep(t) = 0
Lo que es lo mismo:

sP+2-a s+we?=0

Sacando las raices:

La particular es del tipo:

ucp(t):
o o4 Bior Lk
L-C L-C
k =E,

Siinicialmente el condensador esta descargado u.(0) = 0y i(0) =i, (0) = 0:

u.(0)=0

c (a;C)tzo —i(0) =0

(é)uc) _0
ot Je=o

Segun los valores de a y w, se tiene:

Circuito sobreamortiguado

Se da en el caso de que a > wy:
ucp(t) = ky - €51t + k- es2t
Entonces la solucion completa resulta:
uc(t) = k- et +ky-e2t + Ky

Los valores de s; y s, son negativos.
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ouc

Setieneque u.(0) =0y (E) = 0.
t=0

Por otro lado:

du.(t)
at

= k1 St esl.t + kz Syt eszlt

Entonces los valores de k, y k, se obtienen a partir de:

k1 + k2 + Eg = uC(O)

Ju.(t
k1'51+k2'52:< acf)>
t=0

k1+k2+Eg=0

k1'S1+k2'5‘2:0}_>k1'k2

En cuanto a la intensidad resultara:

u®

it)y==C 9t

=k1'C'Sl'esl.t'l'kz'C'Sz'eszlt

Circuito amortiguado criticamente

Se da si @ = w, Yy se puede definir como:
Uep () = (kg + kg - t) - e™*t
Entonces la solucion completa resulta:

uc(t) = (ky + kg t) e ¥t + E,

Se tiene que u.(0) =0 y (auc) =0

ot o
Por otro lado:

Ju,
ot

=ky e ¥t —q-(k; +ky-t)-e @t

Entonces los valores de k, y k, se obtienen a partir de:
kl + Eg = uC(O)

ou.(t
t=0

k1+Eg=0
kz_a'k]_:O

}—) kq k,

En cuanto a la intensidad resultara:
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i) = ¢ 2V

=C-(ky e —a-(k;+ky-t) e @t

i(t)=C'(kz_a'kl_a'kz't)'e_a.t

Circuito subamortiguado

Se da cuando a < w,. Se trata de una soluciéon compleja:
s=—ata?— wy?
s=—atj w,
donde w, = /a2 — w,?
Uep () = ™%t (ky - cos(wg * ) + kg * sen(wg - t))
Entonces la solucion completa resulta:
u.(t) = et (ky - cos(wg - t) + ky - sen(wg - t)) + E,

Setiene que u.(0) =0y (%) = 0.
t=0

Por otro lado:

Ju,
ot

=—a-e % (ky-cos(wg " t) +ky-sen(wg 1)) +e %t
(—ky - wg - sen(wg ) + ky - wg - cos(wg - t))
Entonces los valores de k, y k; se obtienen a partir de:

kl + Eg = uC(O)

du(t)
_a'k1+k2'wa=< )
at o

ki+E, =0
1 g }_> k1’k2
_a'k1+k2'(l)a=0
En cuanto a la intensidad resultara:

Ju,

Jat

it)y=cC- =C
[—a-e ¥t (ky - cos(wg - t) + ko - sen(wg - t)) + e %¢

(—ky - wg - sen(wg * t) + kg - wq * cos(wg - t))]



i) =C-(—a) e % (ky - cos(wg " t) + ko - sen(wg - t)) + C - e~ %t

(—ky - wg - sen(wg  £) + ky - wg - cos(wg - £))

i(t)y=e@t-C- ((kz “we—ky ) - cos(wy - t) — (ky - wg—ky - @) - sen(wy - t))

Cuando el interruptor estd en la posicion B, se tiene (considerando el comienzo en t =

0) la Figura 17.

1 R Ll
c— %
Figura 17. Circuito RLC en fase de descarga.
ai(t
0=R-i(t) +L-£+uc(t)
at
Operando, se tiene:
du, (t) aZuC ()
0=R-C- L-C- t
at T gzt Ue(t)

0%u.(t) R du.(t) 1
=%z t1 7o trc W

Definiendo:

Coeficiente de amortiguamiento:

_ R
=21
Pulsacién de resonancia:
1
w [ —
T VL-C

Entonces:

azuc(t) +2-a auch(t)

ot2 ot

+ (1.)02 'uc(t) = O
Lo que es lo mismo:
s2+2-as+wy?=0

Sacando las raices:
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—Z'O(i az_woz
2

s=—ata?— wy?

Siinicialmente se ha llegado al régimen permanente:

S =

La tension en el condensador resulta:
u:(0) = Eg4
En cuanto a la intensidad en la bobina:
i(0)=1i,0)=0

Entonces:

C- (a;tc)tzo =i(0) =0

<auc) _ 0
ot Je—o

Segun los valores de a y w, se tiene:

Circuito sobreamortiguado

Se da en el caso de que a > wy:
u(t) = ky-eSrt + k, -e52t
Entonces la solucion completa resulta:
uc(t) =ky-es1t +ky-e2t + Eg
Los valores de s; y s, son negativos.

Setiene que u.(0) = E; y (%) 0
t=

Por otro lado:

du.(t)
Jat

=ky sy ettt +ky-s,-e%2t

Entonces los valores de k, y k, se obtienen a partir de:

kl + kz = uC(O)

Ju,(t
k1'51+k2'52=< C()>
t=0

Jat
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k1+k2=Eg

k1'S1+k2'5‘2:0}_>k1'k2

En cuanto a la intensidad resultara:

du.(t)

it)y=c- 5%

:k1'C'Sl'esl.t'l'kz'C'Sz'eszlt

Circuito amortiguado criticamente

Se da si @ = w, Yy se puede definir como:
uc(t) = (k1 + k1 ) t) ) e_a.t

Se tiene que u(0) = E, y (%) o 0
t=

Por otro lado:

Ju,
ot

=ky e ¥t —q-(k; +ky-t)-e @t

Entonces los valores de k, y k, se obtienen a partir de:

klzuc(o)
Jdu,(t
t=0
kleg
ky —a -k =o}_’k1’k2

En cuanto a la intensidad resultara:

Ou(t)

it)==C e

i(t)=C'(kz_a'kl_a'kz't)'e_a.t

Circuito subamortiguado

Se da cuando a < w,. Se trata de una solucién compleja:
s=—ata?—wy?
s=—atjrw,
donde w, = a? — wy?

uc(t) = et - (ky - cos(wg - t) + ky - sen(wg - t))

= C'(kz 'e_a't—a"(k1+k2 't)'e_a.t)
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Entonces la solucion completa resulta:
u (t) = e *t- (k1 ~cos(wg - t) + ky - sen(w, - t)) + E,

duc

Se tiene que u.(0) = E; y (7)t_0 =0.

Por otro lado:

du,
ot

=—a-e ® (ky-cos(wg t) +ky - sen(wg - t)) +e %t
(—ky - wg - sen(wg  t) + ko - wg - cos(wg - t))
Entonces los valores de k, y k, se obtienen a partir de:

kl = uc(o)
auc(t)>
t=0

_a'k1+k2'wa:< at

k1=Eg

—a-k1+k2-wa=0}_’k1'k2

En cuanto a la intensidad resultara:

. Ju,
it)y=c¢C Frale C
[—a- et (ky - cos(wg - ) + ko - sen(wg - t)) + 7%t

(—ky - wg - sen(wg * £) + kg - wg * cos(wg * 1))]

i) =C-(—a) e % (ky - cos(wg " t) + ko - sen(wg - t)) + C - e~ %t

(—ky - wg - sen(wg  £) + ky - w, - cos(wg - t))

i(t)y=e@t-C- ((kz “we—ky ) - cos(wy - t) — (ky - wg—ky - @) - sen(wy - t))
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